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Los agujeros de gusano atravesables son objetos que presentan un gran interes en la actualidad 
debido a sus caracteristicas geometricas y a su relacion con la materia exotica. En el presente trabajo 
se muestra una revision de las caracteristicas de los agujeros de gusano atravesables al estilo de Morris 
y Thorne, al igual que el proceso de construccion y aspectos de la materia exotica necesaria para 
mantenerlos. Luego, se utiliza un proceso de juntura para construir dos soluciones especificas tipo 
agujero de gusano en el formalismo de la gravedad (2+1) con constante cosmologica negativa. Con 
esta construccion, se obtienen agujeros atravesables y que se encuentran unidos a un espacio-tiempo 
externo correspondiente al agujero negro BTZ sin momento angular y sin carga electrica. Ademas 
de esto, se muestra que para mantener este tipo de solucion es necesaria la existencia de materia 
exotica, es decir, materia que viole las condiciones de energia. 

I. INTRODUCCION 

Hace ya casi 20 anos que aparecen los agujeros de gusano tipo Morris-Thorne[l| como una herramienta de ensenanza 
de la Relatividad General. En 1995, el conocido libro de Visser resume todos los trabajos desarrollados en el area 
durante el siglo pasado. 

En la actualidad este tipo de solucion de las ecuaciones de campo de Einstein es una de las mas estudiadas, 
debido a sus interesantes caracteristicas y en particular, debido a su relacion con fuentes de materia que violarlan 
las condiciones de energia. Como es conocido, desde el punto de vista topologico, los agujeros de gusano son iguales 
a los agujeros negros, pero poseen una superficie minima denominada la garganta del agujero, la cual es mantenida 
por una fuente de materia que viola las condiciones de energia y por ello recibe la denominacion exotica. 

Por otro lado, la gravedad 2 + 1 es una teorla covariante de la geometrla del espacio-tiempo, por lo que tiene la 
misma base conceptual de la Relatividad General (gravedad 3+1), pero el modelo de dimension 2 + 1 es muclio mas 
simple, tanto matematica como flsicamente, y por ello se cree que puede dar algunas pistas sobre algunos aspectos 
cuanticos que aun no son comprendidos. Debido a ello a recibido gran atencion en los ultimos anos^y aiin mas despues 
la aparicion de soluciones tipo agujero negro, encontrados por Banados-Teitelboim-Zanelli (BTZ)[ll,[lB|. Aiin cuando 
estos son modelos de „juguete" en algunos aspectos, los agujeros BTZ siempre ban tenido gran importancia debido 
a su conexion con algunas teorias de cuerdas, su papel en el computo microscopico de la entropla y especialmente 
debido a su utilidad en el estudio de la termodinamica con correcciones cuanticas. 

Desde liace algiin tiempo se ban empezado^ a considerar soluciones tipo agujeor de gusano en la gravedad de 2 + 1 
dimensiones. Por ejemplo Delgaty et.al. |20] realizan un analisis de las propiedades de este tipo de soluciones en 
universos con constante cosmologica, pero solamente considera un ejemplo especifico. Por otro lado, en el trabajo de 
Aminneborg et.al. [181 se resumen muchas de las propiedades geometricas que tienen estos objetos y son comparadas 
con las propiedades de los agujeros negros. Por ultimo, Kim et.al. [19] encuentran dos soluciones especificas tomando 
la gravedad de dimensinon 2 + 1 en presencia de un campo dilatonico. 

ahora bien, en este trabajo describimos los aspectos basicos de los agujeros de gusano y de la materia exotica y se 
encuentran dos soluciones en dimensionalidad (2 + 1) siguiendo el trabajo de Lemos et. al. [3|. Asi, en la segunda parte 
se muestran las caracteristicas fundamentales de los agujeros, mientras que en la tercera se encuentran las ecuaciones 
de estructura que estos deben satisfacer. En la cuarta seccion se describe el tensor momento-energla y como este ayuda 
a la creacion del agujero, con lo cual la quinta seccion describe el proceso de solucion de las ecuaciones de campo. 
En la sexta parte se describe la geometria que se espera para el agujero de gusano, y la septima seccion muestra las 
propiedades de la materia exotica necesarias para su construccion, la cual se realiza explicitamente en la octava parte. 
La novena parte encuentra de forma explicita dos tipos de solucion especificas y muestra la distribucion de materia 
necesaria para mantenerlas. En la decima seccion se realiza una discusion de los resultados obtenidos y se consignan 
las conclusiones. 
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II. SOLUCIONES TIPO AGUJERO DE GUSANO 
A. Propiedades de los Agujeros de Gusano atravesables 

Para restringir las posibles soluciones que obtendremos a los casos de interes, debemos imponer ciertas propiedades 
que deben poseer las soluciones tipo agujero de gusano[2]. Estas propiedades son: 

1. La metrica debe ser solucion de las ecuaciones de campo en todo punto del espacio-tiempo. 

2. La metrica debe ser esfericamente simetrica y debe ser estatica (i.e. debe ser independiente del tiempo. 

3. La solucion debe poseer una "garganta" que conecte dos regiones del espacio-tiempo que para el caso de la 
gravedad (2 + 1) deben corresponder a la metrica del agujero BTZ. 

4. En la metrica no debe existir un horizonte de sucesos, ya que este impediria el viaje en dos direcciones dentro 
del agujero. 

5. La fuerza de marea gravitacional dentro del agujero debe ser pequena (para permitir el viaje de un observador). 

6. El tiempo necesario para cruzar el agujero de gusano debe ser razonable. 

Estas condiciones se impondran a lo largo del desarrollo para obtener finalmente las soluciones especlficas. 

III. ECUACIONES DE ESTRUCTURA DEL AGUJERO DE GUSANO 



A. Ecuaciones de Campo de la gravedad 2+1 con Constante Cosmologica 

Debemos asegurar que la metrica que describira el agujero de gusano es solucion de las ecuaciones de campo en todo 
punto del espacio-tiempo. Ya que deseamos obtener soluciones con constante cosmologica, las ecuaciones de campo 
estaran dadas por: 



Gf_iv + Ag^y — T^i, (1) 

donde gfj.v es la metrica, A es la constante cosmologica, es el tensor momento-energia y G^v es el tensor de 
Einstein, definido por: 

Gfiv = Rfiv ^ i^StivR (2) 

con R^y el tensor de Ricci, construido como la contraccion del tensor de Riemann (curvatura): R^^^ = R^avj y -R es 
el escalar de curvatura, construido a partir de la contraccion del tensor de Ricci: R — R'^. Los indices griegos toman 
los valores 0, 1, 2. 



B. La Metrica 

La metrica que va representar el agujero de gusano debe poseer una simetrla esferica, y ademas debe ser indepen- 
diente del tiempo. Esto hace que la forma del elemento de Imea, utilizando las coordenadas esfericas usuales (i, r, Lp), 
sea 

ds^ = ~e2*('-^rft2 ^ —^dr^ + r^dip\ (3) 

^ r 

donde $ (r) ,6 (r) son funciones arbitrarias que dependen unicamente de la coordenada radial r, y que estaran res- 
tringidas por las condiciones que impondremos a la solucion. Como se vera mas adelante, la funcion $ (r) determinara 
el corrimiento al rojo gravitacional, por lo que en la literatura se conoce como funcion de redshift". Por otro lado, la 
funcion b (r) determina la forma espacial de agujero de gusano, por lo que recibe el nombre de "funcion de forma" 
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C. Tensor de Einstein para la metrica del agujero de gusano 

El primer paso para llegar a las ecuaciones de campo es el determinar el tensor de Riemann, el tensor de Ricci y el 
escalar de curvatura a partir de la metrica dada per la ecuacion ([3]). En el Apendice A se encuentran explicitamente 
las componentes no nulas de estos tensores. Finalmente, se obtienen 3 componentes diferentes de cere para el Tensor 
de Einstein, 



(4) 



Grr — 



(6 - rh') + 2r (r - h) {{^'f + 



donde hemes denotado con primas las derivadas con respecto a la coordenada radial r. 



D. Cambio de Base 



Debemos notar que el tensor de Einstein calculado en el paragrafo anterior esta en una base vectorial (tetrada) 
dada por (et,er,e^), que esta asociada con el sistema de coordenadas t,r,Lp. Sin embargo, sabemos que somos libres 
de elegir el sistema de referenda que nosotros deseemos. 

De esta manera, para los calculos subsecuentes, al igual que para las interpretaciones fisicas, es mas conveniente 
utilizar como base un conjunto de vectores ortonormales. Estos corresponderan al sistema de referenda propio de un 
conjunto de observadores que permanezcan en reposo en el sistema coordenado (<, r, ip)- es decir con r, ip constantes. 

Denotaremos los vectores de la base ortonormal por (ey, e?, e^); y estaran expresados en terminos de los vectores 
de la base coordenada (et,er,e^) mediante la transformacion 



A? 



donde la matriz de transformacion esta dada por 

Ag — diag 
Explicitamente esta transformacion sera 



1 - - 
r 



bV/' 1 



e et 



ep=ll-- 



1/2 



(5) 
(6) 

(7) 

(8) 
(9) 



Es importante notar que en esta base, el tensor metrico tomara la forma de la relatividad especial, es decir, 
corresponde al tensor de Minkowski: 



?a/3 



33 ■ — r]~j^ 



-10 
1 
1 



(10) 



Al cambiar de sistema de referenda, las componentes de todos nuestros tensores cambiaran. De esta manera, por 
ejemplo, en el sistema de referenda ortonormal las ecuaciones de Einstein con constante cosmologica estaran dadas 
por 



Gj2y ~\- ^1]^V ^JlV' 



(11) 
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El tensor de Einstein dado por las ecuaciones Q tendra en la base ortonormal la forma mas simple (ver Apendice 
B para calculos explicitos): 

(12) 
(13) 
(14) 



Gu = 


2^3 I"'-"] 


















r J r 


n 


1 

2^ 


{b - rh') + 2r (r - b) {{<^>' f + $ 



IV. EL TENSOR MOMENTO-ENERGIA 

Para construir un agujero de gusano con las propiedades de traversabilidad que queremos, debe existir un tensor 
momento energia diferente de cero. 

Las ecuaciones de campo (fTTI) nos dicen que el tensor momento energia es proporcional al tensor de Einstein. Es 
decir que el tensor Tp^j debe tener la misma estructura algebraica que Gpp; por lo que las linicas componentes que 
son diferentes de cero deben ser: Tjj-, Tpp y T^^. 

Ahora bien, ya que estamos trabajando en una base ortonormal (ej-, ep, e^) relacionada con el sistema de referenda 
inercial para los observadores estaticos, estas componentes del tensor momento-energia tienen una interpretacion 
inmediata 



T, 



. p{r) 
-P{r), 



(15) 



donde p (r) es la densidad total de masa y energia (en unidades de kg / m'^); t (r) es la tension radial por unidad de 
area, es decir es el negativo de la presion radial, r (r) = —pr (r) (en unidades de N / m^); y p (r) es la presion medida 
en las direcciones tangenciales, i.e. ortogonales a la direccion radial (en unidades de N / m^). 



A. La Constante Cosmologica como parte del Tensor Momento-Energia 



Las ecuaciones de campo de Einstein con constante cosmologica ifTTj) son 



Para obtener una interpretacion del termino cosmologico podemos definir un tensor T—^"^^ como 

"AO " 



A 











-A 











-A 



con lo cual podemos reescribir las ecuaciones de campo como 

rpv — ^ 



^ _ Irp , rp(vac) 



(16) 

(17) 

(18) 
(19) 



donde Tp^r — Tpg + T--'"^^ es el tensor momento-energia total. Es evidente aliora que podemos interpretar T-™^'' 



como el tensor momento-energia asociado con el vacio. 

De esta manera, las funciones p(r) ,t (r) y p{r) totales estaran dadas por: 

p{r)=p{r)+A 
r (r) = r(r) + A 
p{r) = p (r) — A 



(20) 
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V. soluciOn de las ecuaciones de campo 



Utilizando la forma explicita del tensor de Einstein dado por (|12m4p y del tensor momento-energia ifTS]! , podemos 
reemplazar en las ecuaciones de campo de Einstein, para obtener las ecuaciones: 



(r) 



r r 



(21) 

(22) 



p{r) = ^ $' {h - rh') + 2r{r- h) (($')^ + 



■A 



Si tomamos la derivada con respecto a la coordenada r en la ecuacion [22l tendremos: 

H = — $ 







(-0 









(23) 



Utilizando las ecuaciones [2T]l23l para eliminar b' y $" obtenemos 



r'(r) = 
r'(r) = 
r'(r) = 



r I r 



P - A , . , , / b 

p + A * + 1- - 

r \ r 



2 (p + A) 
($')' 



r 

l\2 



1 - 



£1 



2 (p + A) 



6\ $^ 
r I r 



r $' 



(24) 
(25) 
(26) 



r' (r) = (p - r) $' - ^ 



(27) 



Las ecuaciones l|2ip . l(23|) y (|27|) son tres ecuaciones diferenciales que relacionan las cinco funciones desconocidas: 
b,^,p,T y p. 

Ahora bien, la forma usual de resolver estas ecuaciones es asumir una tipo especifico de materia y energia. Con la 
ecuacion de estado correspondiente al tipo de material se encuentran la tension en funcion de la densidad r (p) y la 
presion en funcion de la densidad p [p). Asl, las dos ecuaciones de estado mas las tres ecuaciones de campo seran cinco 
ecuaciones para cinco incognitas. De esta manera, se encontraria la forma que tendra el espacio-tiempo, es decir las 
funciones 6 (r) y $ (r) . 

En el caso de los agujeros de gusano procederemos de una manera diferente. Ya que hemos impuesto ciertas condicio- 
nes que deseamos que tenga nuestro espacio-tiempo parta describir un agujero de gusano, entonces controlaremos las 
funciones 6 (r) y $ (r), fijandolas para una geometrla conveniente, y, utilizando las ecuaciones de campo, encontraremos 
la distribucion de materia-energla necesaria para obtener tal solucion. 



VI. GEOMETRlA DEL AGUJERO DE GUSANO 



Antes de continuar con la construccion especifica de soluciones tipo agujeros de gusano debemos introducir algunos 
elementos que nos permitan analizar las cualidades de la geometria que deseamos. 
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A. La Matematica de las Inmersiones 



Ahora utilizaremos los diagramas de inmersion para representar el agujero de gusano y con ello poder obtener 
informacion acerca de como debe ser la funcion de forma b (r). Consideremos la metrica del agujero de gusano, dada 
por la ecuacion para un tiempo fijo t, 

ds^ = ^+r^d(p'^. (28) 

r 

Lo que vamos a hacer ahora es construir, en el espacio euclideano tridimensional, una superficie bidimensional con 
la misma geometria de este corte; es decir que realizaremos una inmersion del corte dentro del espacio euclideano. 
Para ello consideremos la metrica euclideana en coordenadas cilmdricas 

ds^ = dz^ + dr^ + r'^dLp^ (29) 



La superficie bidimensional tendra simetrla cilmdrica, y por lo tanto podra describirse por una funcion z = z{r). 
Por lo tanto la metrica de esa superficie se puede escribir como: 



ds^ 



1 



dz\ 
7t) 



dr'' + r^dip^ 



(30) 



y este elemento de Imea debe ser el mismo que el del corte ecuatorial dado por (|28|) . De esta manera, para realizar 
la inmersion, la funcion z (r) debe satisfacer: 



(31) 



Para que esta geometria describa un agujero de gusano, la solucion debe poseer un radio mmimo r — b{r) = rm, 
que llamaremos la "garganta" del agujero, y para el cual la superficie inmersa es vertical, es decir que en este punto 
oo. Debido a esta divergencia de la coordenada r no es la apropiada cerca a la garganta. Por ello es mejor 
utilizar la distancia radial propia (medida por observadores estaticos), definida por 

l{r)=±f^= (33) 



donde el signo + se utiliza para la parte superior del agujero (i.e. z > 0) y el signo — para la parte inferior (z < 0). 
El llmite superior maximo en la integracion correspondera al radio a en el cual se situa la boca del agujero de gusano. 
Ya que la distancia radial propia I (r) debe permanecer finita en todo punto, debemos exigir que 

l-^>0. (34) 

r 

Las ecuaciones l|32|) y ([331 implican que para la superficie inmersa se cumple 



dr b 



De esta manera, la superficie z (r) puede tener una forma general, y la funcion b (r), en efecto, define la forma del 
agujero de gusano. 
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B. Ausencia de un Horizonte 



Para asegurar que el agujero de gusano permita el viaje hacia adentro y hacia afuera, debemos exigir que no 
existan horizontes de eventos. En el caso de metricas estaticas, es facil reconocer la presencia de tales horizontes: estos 
corresponderan a las superficies no singulares en las cuales 

gu = -e^* - 0, 

es decir, equellos puntos donde el intervalo de tiempo propio es nulo mientras transcurre un tiempo coordenado 
finito. De esta manera, para asegurar el viaje en las dos direcciones debemos exigir que la funcion $ (r) sea finita en 
todo punto. 



VII. PROPIEDADES DEL TENSOR MOMENTO-ENERGIA QUE GENERA EL AGUJERO DE 

GUSANO 

Como hemos visto, el metodo que se utiliza para solucionar las ecuaciones de campo en el contexto de los agujeros 
de gusano es diferente al usual. En este caso impondremos ciertas condiciones a la funcion de forma b{r), y utilizando 
las ecuaciones de campo (|2T|) a (|23|) se obtienen ciertas condiciones sobre la densidad p, la tension radial r y la presion 
lateral p, de tal manera que se genera el espacio-tiempo deseado. Sin embargo, esta forma de actuar nos llevara a la 
necesidad de utilizar un tipo muy particular de materia, el cual denominaremos "exotica" debido a sus propiedades. 



A. Materia Exotica 



Para comprobar que propiedades debe cumplir el tensor momento-energia necesario para lograr la configuracion de 
agujero de gusano, definiremos la siguiente funcion adimensional 

(37) 



\P\ 

Utilizando las ecuaciones (|2T1) y (|22|) esta funcion puede escribirse como: 

_ T-_p^ _ -2r^ (1 - 7) ^' - jb'r - b) 
^ \p\ ^ \b'r-b-2r^A\ 



(38) 



Para que el espacio-tiempo descrito corresponda a un agujero de gusano debe exigirse que este se conecte suavemente 
con el espacio-tiempo exterior (el cual en nuestro caso es asintoticamente AdS ) . Esto significa que debemos exigir que 
la garganta de la superficie inmersa debe "abrirse" hacia afuera, tal como se observa en las graficas que representan 
agujeros de gusano. 

Ahora bien, esta condicion de "abrirse" hacia afuera se representa matematicamente imponiendo al inverso de la 
funcion de inmersion r (z) la condicion 



Utilizando la ecuacion l|32p tenemos 

dz 



±(^-1) , (40) 



y diferenciando con respecto a z obtenemos 

d'^r 1 fb-rb' 



dz^ ±2^^)- (^1) 



Es decir que la condicion de "abrirse" hacia afuera se puede escribir como 

d^r b - rb' 



> en la garganta o cerca de ella. (42) 
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De esta manera, la ecuacion l|38p sera 



_T- p _ 262 (Pr f 



I dz'^ I ^ ^ I az^ I 

Ahora bien, sabemos que cerca a la garganta tenemos (l — ^) — > 0, y por ello, la condicion de "abrirse" liacia 
afuera se escribira ahora como 

- -^"^-P^ > 0, (44) 



donde el subindice m muestra que estamos evaluando la expresion en la garganta o cerca de ella. 

La condicion Tm > Pm que impone l(44|) nos dice que, en la garganta, la tension Tm debe ser mayor que la densidad 
total de masa-energia pm ■ Cualquier material que cumpla esta propiedad (r^ > Pm > 0) sera llamado "exotico". Para 
comprender por que esta propiedad es problematica, debemos repasar las llamadas condiciones de energia. 



B. Condiciones de Energia 

Durante los anos 60's y 70's una de las conjeturas mas fuertemente arraigadas dentro de la flsica era la de que 
ningiin observador puede medir una densidad de energia negativa. Esta conjetura es la que actualmente se conoce 
como condicion de energia debit (WEC). Matematicamente podemos escribir esta condicion diciendo que el tensor 
momento-energia siempre satisfaceQ 

T^vW^W"" > 0, (45) 

para cualquier vector como de tiempo W^. 

A la par con esta condicion, surge la denominada condicion de energia dominante (DEC), la cual puede interpretarse 
diciendo que ningun observador puede medir energlas negativas y ademas el vector de flujo de energia local nunca es 
como de espacio. Matematicamente esta condicion dice que para cualquier vector como de tiempo se cumple 

T^.^W^'W > y T^'''W^, NO es un vector como de espacio. (46) 

Por ultimo, tambien se tiene la llamada condicion de energia fuerte (SEC) que impone la condicion 

T^vW^'W > ^TWWa (47) 
para cualquier vector como de tiempo y donde T es la traza de T^^ . 

Existe ademas otra condicion, denominada condicion de energia nula (NEC), introducida un poco despues y que 
se escribe matematicamente diciendo que para cualquier vector nulo se cumple 

Tf.^V^'V > 0. (48) 



Para visualizar mejor estas condiciones de energia tomemos el caso particular de un fluido perfecto con tensor de 

momento energia diagonal T^u = diag {p, ~p ~ p — p). En este caso, las condiciones de energia seran (ver pag. 81 de 
i) 

NEC=^{p + p)>0 (49) 

WEC=^p>0 y ip + p)>0 (50) 

SEC =^ {p + 3p)>0 y (p + p)>0 (51) 

DEC =^ p>0 y {p±p)>0. (52) 

De estas ecuaciones se puede observar claramente que las condiciones de energia son en realidad relaciones lineales 
entre la densidad p y la presion p de la materia-energla que genera la curvatura del espacio-tiempo. Ademas, es impor- 
tante notar que estas relaciones no son demostrables, ya que son solo conjeturas que suenan "razonables" flsicamenteQ 
debido a que la masa y la mayorla de los campos que se conocen las cumplen. 
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C. Agujeros de Gusano y las Condiciones de Energfa 



La naturaleza exotica del material que produce un agujero de gusano, dada per la condicion > pm, es proble- 
matica debido a que conlleva a la violacion de las condiciones de energfa. 

Consideremos un observador que se mueve a traves de la garganta de un agujero de gusano con una velocidad v 
muy grande (7 >> 1). La densidad de energia que el observa es la proyeccion del tensor momento-energia (dado por 
fT5|) con su vector de base temporal = 76^ =F 7 (f ) ^F- De esta manera, la densidad estara dada por: 

Ts, = 7^Tj, T 27^ (^) ' T,, + 7^ (^) ' (53) 



= 7^ (Pmc^ - r„) + r,„ (55) 

Por lo tanto, si se cumple Tm > Pm,y e\ observador se mueve lo suficientemente rapido (i.e. con un 7 suficientemente 
grand), entonces este podra medir una densidad de masa-energla negativa. 



D. Violacion de las Condiciones de Energfa 



Como se dijo antes, las condiciones de eneria no son demostrables, son solamente conjeturas. Sin embargo, son 
fundamentals en la demostracion de ciertos teoremas importantes como por ejemplo en el teorema de "masa positiva", 
el cual dice que cualquier objeto compuesto de materia que cumpla la DEC, nunca antigravita. Tambien son utilizadas 
en ciertos teoremas que aseguran la creacion de singularidades en situaciones cosmologicas [3| y en el teorema del 
"Censor C6smico"0. 

Aun mas importante es que las condiciones de energia tambien son utilizadas en la demostracion del teorema del 
"aumento de area" conocido como la "segunda ley de la termodinamica" de agujeros negros. Este nos asegura que si 
toda la materia-energla alrededor de un agujero negro satisface la SEC, entonces el area de horizonte de eventos del 
agujero nunca decreceQ. 

Sin embargo, el mismo Hawking demostro que los agujeros negros no-rotantes pueden evaporarse, y por lo tanto 
su area decrecera, violando as! la segunda ley[^, Este hecho hace evidente la posibilidad de que los campos 
cuanticos violen las condiciones de energia. Mas exactamente, lo que se obtiene es que pueden existir ciertos es- 
tados cuanticos en los que el valor esperado renormalizado del tensor momento-energia viola las condiciones de energia. 

El ejemplo mas claro de este hecho es el proceso de creacion de particulas. Por ejemplo, cualquier observador estatico 
justo afuera del horizonte de eventos de un agujero de Schwarzschild (rodeado por vacio) ve un valor esperado para la 
densidad de energia negative. Esta densidad negativa de energia es la que se asocia precisamente con la creacion de 
particulas cerca al horizonte, las cuales a su vez son las responsables del flujo de energia negative hacia el horizonte, 
que tiene como consecuencia la evaporacion del agujero negro. 

Otra situacion bastante conocida en la cual se violan las condicions de energia es el denominado Efecto Casimir, 
en el cual se considera la energia del vacio asociada con un campo electromagnetico en la region entre dos placas 
reflectoras planas paralelasjllj. Debido a la condicion de frontera impuesta por la presencia de las placas los modos 
posibles para el campo electromagnetico estan restringidos y el campo sufre una distorsion topologica que conlleva 
a un valor esperado del tensor momento-energia negative. Debido a que este valor esperado no es nulo, aparece una 
fuerza de atraccion entre las dos placas conductoras aun cuando estas sean electricamente neutras. El efecto Casimir 
pudo ser detectado experimentalmente por Sparnaay (1958) y Tabor y Winterton (1969); lo que muestra de nuevo la 
violacion de las condiciones de energia. 

Utilizando este efecto, Morris et.al.Q muestran como un campo electrico o magnetico radial cerca de la boca de un 
agujero de gusano se comporta casi de manera exotica. 

Ahora bien, aiin cuando las observaciones han mostrado violaciones producidas en pequefios sistemas cuanticos, 
hoy en dia no es claro si pueden existir violaciones de las condiciones de energia a nivel macroscopico. Asi, estas 
observaciones sirven para advertirnos que no debemos asumir que es imposible la existencia del material "exotico" 
necesario para mantener un agujero de gusano. De hecho, la existencia de materia con masa gravitacional negativa 
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es una posibilidad que se ha estudiado repetidamente en la historia de la fisica, y la no observacion de esta clase de 
materia en nuestra localidad del universe puede ser explicada al asumir que debido al tipo de interaccion que tendria 
con la materia ordinaria (gravitacionalmente positiva), la materia gravitacional negativa habria sido expulsada a 
distancia extragalacticas. 



VIII. CONSTRUCCION DE LOS AGUJEROS DE GUSANO CON CONSTANTE COSMOLOGICA 



Para realizar la construccion de los agujeros de gusano utilizaremos las ecuaciones que relacionan las funciones 

b,'^,P,T y p, 



T(r) 
p{r) 



(56) 



r r 



1 
2^ 



[b - rb') + 2r (r - 6) ( ($') + $" 



A 



r' (r) = (p - r) $' - 



P + T 



Ya que trabajaremos con el termino de constante cosmologica, debemos distinguir entre la solucion interior, ( i.e. 
r < a, con hint) y la solucion exterior (i.e. r > a, con Kext)- 



A. Solucion Interior 



La solucion interior debe tener la forma 



1 



b""(r) 



(57) 



Para encontrar expllcitamente las funciones <i>mt [r) y bint {r) en el interior, es decir para radios r < a, en las 
ecuaciones l(56|) debemos utilizar Ai„t. Para no sobrecargar las ecuaciones no colocaremos el mdice ™* en $ y 5. De 
esta manera tenemos: 



1 



p{r) = — [b'r-h\~K, 



(58) 



b\^' . 

r (r) = - 1 - K,nt 

r J r 



(59) 



p{r)^^ $' [b - rb') + 2r (r - h) ({^'f + $") 



(60) 



De la ecuacion para la tension, vemos que en la garganta del agujero (b {rm) = ^m), se tiene 



T [rm) = -(l-'^\—~ (61) 

r(r„) = -A„t. (62) 

Es decir que la tension radial en la garganta es positiva para agujeros en los cuales la estructura interna sea tal que 
A„t < 0. 

De manera similar, la tension en la garganta es negativa, es decir es una presion, para agujeros de gusano en los 
cuales la estructura interna sea tal que Amt > 0. 

Por otro lado, la tension radial total en la garganta es nula!, 

r(r„) =T(r™)+A„t =0. (63) 
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B. Solucion Exterior 

En la parte exterior del agujero de gusano (r > a) consideraremos una geometrla para un espacio-tiempo vacio; es 
decir que el tensor momento-energla en el exterior sera nulo, Tp^ = 0, lo que implica directamente que 

p(r) = T(r) =p(r) = 0. (64) 
Sin embargo, esto no implica que la constante cosmologica exterior A^xt sea nula. Las ecuaciones l(56|) seran aliora 

1 

2^3 



= — [6V - 6] - Aext (65) 



= - (1 - Aext 

r r 



$' {b - rb') + 2r{r- b) {{<^' f + 



A, 



Resolviendo este sistema de ecuaciones diferenciales encontramos la metrica para el exterior del agujero de gusano 
(ver Apendice C para los detalles), 

ds^ = - {-M - Ae^tr^) dt^ + — 2T + V- (66) 

( — M — AextT ) 

La constante cosmologica puede tomar valores positivos o negativos. En nuestro caso nos restringiremos al caso con 
Aext < 0, y ya que la constante cosmologica tiene unidades de inverso de longitud al cuadrado, tomaremos, siguiendo 
el trabajo de Banados et. al.fisl. 



1 
1 

Por ello, la solucion externa que utilizaremos sera 



Aext = -n- (67) 



ds^ = -[ -M + ) + , , ,2^ + r'^dip^. (68) 



dr 

Es importante notar que esta solucion tiene singularidades en los radios 



r± = ±\^l (69) 

El valor r+ corresponde al horizonte de eventos de la solucion tipo agujero negro, por lo que para satisfacer las 
condiciones de traversabilidad el radio de la boca de nuestro agujero de gusano debe ser mayor (a > r+). 



C. Condiciones de Union 



Para lograr unir las soluciones exterior e interior encontradas debemos aplicar las condiciones matematicas 
necesarias. Si llamamos S la superficie de frontra entre las regiones exterior e interior, debemos imponer inicialmente 
que la metrica sea continua en S, es decir que g™v\s ~ ^m^'Is" ^^'^ embargo, esta condicion no es suficiente para 
lograr la union de las dos regiones. Ademas de esta, uno de los formalismos desarrollados impone ademas la condicion 
de continuidad en la curvatura extrmseca sobre la superficie S (i.e. la continuidad de la segunda forma fundamental 
de S). Este es conocido como formalismo de Darmois-Israel. Afortunadamente, cuando el espacio-tiempo tiene alta 
simetria (como en este caso, ya que se posee simetria esferica), la union puede realizarse utilizando directamente las 
ecuaciones de campo. 

De esta manera encontraremos la densidad de energia y esfuerzos en la superficie S necesarios para lograr la union 
entre las regiones exterior e interior. Cuando no existen terminos de energia ni de esfuerzos en S se dice que la 
union es una superficie frontera, mientras que cuando existen terminos de energia o esfuerzo, la union es llamada un 
cascaron-delgado (thin-shell). 
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1. Continuidad de la Metrica 

Ya que tanto la metrica interior como la exterior tienen simetria esferica, la condicion de continuidad de la me- 
trica 5^"* 1 5 = 9tiv*\s ^^^^ asegurada para la componente g^^. De esta manera, solamente es necesario imponer las 
condiciones de continuidad 



ffjf L.„ = <7tTt=„ (70) 



I r—a 
•Jrr \r — n ■^l^f' 



Utilizando las ecuaciones ([57)l y ([M]) tenemos que estas condiciones de continuidad son 

e2*(-)=_M+^ (71) 



las cuales se pueden reescribir como 



^ (a) , , , s 

1 - — = -M + — , (72) 



<i>(a) = iln(-il/+^) (73) 



bia) = {l + M)a--^. (74) 
De esta ultima ecuacion se puede obtener inmediatamente que la masa del agujero de gusano estara dada por 



b (a) Lt 



D. Ecuaciones de Campo 

Para completar la union de las regiones interior y exterior utilizaremos las ecuaciones de campo ([T]). Ademas 
asumiremos, para simplificar los calculos, que los observadores estaticos en el interior miden fuerzas de marea nulas, 
es decir que =constante, y por lo tanto — 0. Puesto que hemos impuesto la continuidad de la metrica, y 

ya que el espacio tiempo es esfericamente simetrico, solo falta imponer la condicion de continuidad en las derivadas 
radiales de la metrica. Como sabemos, las segundas derivadas de la metrica estan relacionadas con el tensor de Einstein 
Gfj,v, o en la base ortonormal con Gps; y ademas este es proporcional al tensor momento energla Tp^ por las ecuaciones 
de campo. 

Si las componentes del tensor momento-energla no son nulas en la superficie S (thin-shell), podremos escribir este 
tensor de manera proporcional a un delta de Dirac, 

Tpv ^ tp^S (r - a) , (76) 

donde r = y/grrr es la distancia propia medida dentro del thin-shell. Asi, para encontrar tp^ debemos utilizar 

/ GpiBd?= / tpg6{r-a)dr, (77) 

J int J int 

donde J^^^ es una integral infinitesimal a lo largo de la thin-shell. Utilizando la propiedad de la funcion delta de 
Dirac 

j g{x)5{x - Xo)dx = g{xo) , (78) 

tenemos 

tpv= / Gpgdr. (79) 

J int 
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1. Presion Superficial 



Consideraremos inicialmente los terminos de densidad de energla superficial y presion superficial tangencial. 
De l|12p vemos que la componente depende unicamente de primeras derivadas de la metrica. De esta manera la 
densidad de energia superficial sera 



t7 



(80) 



Al realizar la integracion se obtendran solamente funciones de la metrica que por la condicion impuesta seran 
continuas. Ya que al realizar la integracion se evaluan los terminos en la parte exterior e interior, el resultado sera 
cero. De esta manera 



S = 0. 



(81) 



Por lo tanto, solamente liace falta encontrar la presion superficial tangencial V. De las ecuaciones l|T2l) vemos que 
la componente G^^ tiene terminos que dependen de primeras derivadas de la metrica, y por lo tanto no contribuyen 
a la integral; pero tiene ademas un termino de la forma (l — -) Asi, la presion tangencial en la superficie sera 



G(p(pdr 



(82) 



V = 



bia) „ 
1 — 



ext 
int 



(83) 



Ya que asumimos que un observador estatico interno no siente fuerzas de marea tenemos <i)'™* = 0, y por otro lado 
tenemos 



Utilizando ll72l) tenemos 



dr 
a 



1 / 



2\ -1 



(84) 



y de esta manera, la presion tangencial en la superficie es 



(85) 



V 



b(a) 



(86) 



V 



(87) 



Notese que en este caso, la Presion tangencial en la superficie es siempre positiva, bajo la condicion 



a" > Ml\ 



la cual corresponde a de cir que la boca del agujero de gusano debe estar fuera del horizonte de eventos del agujero 
negro BTZ, tal como se quiere al buscar un agujero de gusano atravesable. 
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2. Presion Radial 



La componente radial de las ecuacones de campo de Einstein l|22p permite escribir para la region interior y exterior 

/ Vint \ (f^'int 

r"* (r) = - h - — j — A*"* (89) 



Debido a que hemes asumido que los observadores estaticos en el interior miden fuerzas de marea nulas, es decir 
que (a) =0, obtenemos 

, int 



'Lext \ ^fext 

r<'^t (r) = - ( 1 A'^^* (92) 



Utilizando la ecuacion l|85p para <i)'^^* y la Presion tangencial en la superficie dada por l|86p tenemos 



1 / Uext („\ 

T^-* (a) ^-V-Jl ^ - A^"* (94) 



r 



i2 



r^-*(a)^_^W_Af+-^-A^"* (95) 
a V t 

Esta ecuacion nos relaciona la tension radial en la superficie con la presion tangencial de la thin-shell. 



IX. SOLUCIONES ESPECIFICAS 

Es posible definir varias soluciones que representan agujeros de gusano. En general estas soluciones puden tener 
thin-shells en la superficie donde realizamos la union entre el exterior y el interior (es decir que tienen una presion 
superficial tangencial V 0). Ademas, asumiremos que en el interior se tiene <i)'™* = para asegurar la traversabilidad 
del agujero. 

A. Union con V ~ (Superficie Frontera) 

La solucion exterior tiene Text = y Aext = ^ji < 0. Consideraremos primero el caso con P = 0. De esta manera, 
la ecuacion l(95|) sera 

A'^^* = 0. (96) 

Esto muestra que no existe solucion tipo agujero de gusano con P = en universos con constante cosmologica 
negativa. 
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B. Union con P / (Thin-Shell) 

Tenemos ahora el caso en el que Text = y K^xt < pero ahora con una thin-shell, i.e. "P 0. La ecuacion ([95 
sera ahora 



a V P P 



y la funcion de forma estara dada per (|74)) . es decir 



b (a) = (1 + Af ) a - — 



y per ello la masa del agujero es ([75 



M = + 7T - 1- 

a 



(97) 



(98) 



(99) 



Se observa inmediatamante que la masa es cero si 5 (a) = a — jj- , es positiva si 6 (a) > a — p- y es negativa cuando 
6(a) < a - fr- 

Para el desarrollo subsecuente, consideraremos el caso limite 6 (a) = a — p-, es decir cuando el agujero de gusano no 
tiene masa. Escogiendo la funcion de forma tenemos diferentes agujeros de gusano. Consideraremos aqui dos posibles 
funciones. 



1. Consideremos las funciones 



b{r) = {rmry- 
$ (r) = $o 



(100) 



donde r™ es el radio de la garganta. Con esto tenemos 

(r) = 0. 

Las ecuaciones de Einstein l(58|) a l[60|) se podran escribir como 

p(r) = p{r) + Ai„t = -^y/r~r 



T{r) = T (r) + A„,t = 



(101) 



(102) 
(103) 



p{r) =p{r) - Aint = 0. 



(104) 



Por la ecuacion (l98ll tenemos 



b (a) = (rmCi)^ = a - 



a" 
72" 



(105) 



a 



(106) 



Para que la solucion corresponda a un agujero de gusano y no a un agujero negro, debemos imponer la condicion 
o > r+, con lo que obtenemos la condicion 



a > VmI 



(107) 



\ a 



> M 



> M 



< 1 - M 



a > 



[M - ly 

Ademas, la constante $o debe ser tal que e^*'^'^-' = ~M + (ecuacion [7T|) , es decir 



-M 



Asi, la metrica que describe el agujero sera: en el interior, (r™ <r<a), 



y en el exterior, (a < r < cx)). 



ds"- 



-M + 1 c^dt^ 



-M+^] df 



1 - ./^ 



2. Otra opcion es tomar las funciones 



con Tm el radio de la garganta. Tenemos ahora 



$ (r) = $o 



6'(r) = - 



(r) = 

Las ecuaciones de campo estan dadas por 

p{r) = p (r) + A„t 



1 
2^ 



^2 ~ ^ 



r (r) = T (r) + A„,t = 

p{r) = p (r) - Aint = 0. 
Ahora bien, debido a la ecuacion (??) tenemos 
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Es decir que la boca del agujero de gusano debe estar en 



" =2 



l±^/l-4-^ 



(122) 



Para que la solucion corresponda a un agujero de gusano debemos imponer la condicion a > r+, de donde 
tenemos 

> MP 



2 



1± 



1 - 4^ 



> MV 



(123) 



1± a/1-4-^ > 2M. 



(124) 



La constante <i>o debe ser tal que e^*'"-' = — M + (ecuacion [7T|) . per locual 



-M- 



P 



(125) 



Asl, la metrica en el interior del agujero de gusano, Vm < r < a, esta dada por 



-A/ + ^ 1 c^dt" 



dr^ 



(126) 



y la metrica exterior, a < r < oo, sera 



ds' 



-M 



dt' 



dr^ 
-M4 



r^dip'^ 



(127) 



X. CONCLUSIONES 



En este trabajo hemos considerado el metodo usual de construccion de agujeros de gusano, realizando la union de 
dos espacio-tiempo dentro del formalismo de la gravedad (2+1) en un universe con constante cosmologica negativa. 
En la region interna se exige una metrica que posea las caracterlsticas geometricas y de traversabilidad deseadas para 
el agujero de gusano, mientras que en la region exterior se exige que la metrica corresponda al agujero negro BTZ. Con 
ello se logran encontrar explicitamente dos soluciones especificas que corresponden a agujeros de gusano atravesables 
y que en su region exterior corresponden a soluciones BTZ. Por ultimo, del analisis realizado, se muestra que las dos 
soluciones especificas encontradas necesitan de materia exotica para mantenerse. 
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APENDICE A. TENSORES PARA LA METRICA DE AGUJERO DE GUSANO 



Para el calculo de los tensores de Riemann y de Einstein a partir de la metrica se utilize el paquete grTensor para 
Mathematica 5.0. 

Para nuestra metrica ([3]), escrita como: 

ds^ = g^pdx^dx'^ = -e2*('-)di2 _^ + V (128) 

^ r 

los simbolos de Christoffel vienen dados por: 

= ^5"^ (5A/3,7 + 5A7,/3 " 9lP.\) (129) 



donde hemos utilizado la coma para denotar las derivadas parciales, i.e. gap,j — -g^ 
De esta forma, las componentes no nulas de los simbolos de Christoffel son 

rr, = ( 1 - $'e2* 



rr 



1 (5' 



2 r-h 
1 

r 



Donde las primas denotan derivadas con respecto a la coordenada r. El tensor de Riemann se calcula a partir de 
los simbolos de Christoffel mediante: 
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Obtenemos entonces componentes no nulas: 

fb-b'r 
2r\ b-r 



2 



($') - $ 



RU^ = {b-r) $' 



„2* 



■ttr 

(6V - h) 



(6 - 6V) + 2r (r - 6) (($')^ + ^") 



_^^{b-r)^ 

^ttf — ,,2 



(6 - bV) 
■rrv - 2r2 (r - 6) 



A partir del tensor de Riemann construimos el tensor de Ricci, dado por: 



RaH - Rl^fS 



Para nuestra metrica tenemos las componentes: 

„2$ 



Rf.i 



Rr 



2r2 



1 



2r2 {b - r) 



(6 - b'r) (1 + r$') + 2r2 (r - 6) + 



i?^^ = -[2$V(6-r) + 6V-6] 



(131) 



La contraccion del Tensor de Ricci produce el Escalar de Curvatura, 

R = R^' 

En este caso, este tiene el valor 



i? = -3 [2$"r^ (6 - r) + $V (6'r - 2r + 6) + 2$'^^ (6 - r) + 6'r - 6] . 



(132) 



Por ultimo, utilizando los tensores anteriores, construimos el tesnor de Eintein, definido por 



Ga/3 = -Ra/3 " -^QaffR- 

Las componentes no nulas del tensor de Einstein son entonces 

Gu = ^,e^''[-b + rb'] 
G =^ 



(6 - rb') + 2r (r - b) (($')^ + 



(133) 
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APENDICE B. CAMBIO DE BASE PARA EL TENSOR DE EINSTEIN 



La base asociada con las coordenadas {t, r, ip) es denotada por (e* , e^-, e,^) o en el lenguaje de la geometria diferencial 
como: 



d_ 

di 
d_ 

dr 
d_ 

dip 



La base de vectores ortonormales que utilizaremos esta definida por la transformacion : = A^e/j , donde 



Explicitamente tenemos: 



= diag 



e-*,l 1 



bV/' 1 



(134) 



ef = e 



1/2 



1 I e,. 

r . 



Dc csta manera para cambiar el tensor de Einstein calculado en el Apendice A a la base ortonormal debemos utilizar 
la transformacion: 



Tenemos entonces explicitamente: 



G'« = AfAfG^, = AlA|G'« 



2r3 



[b'r - b] 



(135) 



Gfr — ApApG^^ — A^Ap-Grr 
b\ 



r I r 



Gss — A~AgGu« — AJ^A^Gi, 



r^J 2 
1 



2r2 



(6 - rb') + 2r (r - b) (($')^ + 
$' (6 - rb') + 2r (r - b) (($')^ + 



De esta manera, al cambiar de base, las nuevas componentes del tensor de Einstein son finalmente: 



Gr 



b\ $' 



r r 



(6 - rb') + 2r (r - b) ({^'f + 
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APENDICE C. METRICA PARA EL EXTERIOR DEL AGUJERO DE GUSANO 



Para el exterior del agujero de giisano consideramos un espacio-tiempo vacio, por lo que utilizamos un tensor 
momento-energia nulo Tpj? = 0. Esta condicion so reduce a tomar: 

p{r) = T (r) =p{r) =0 

De esta manera las ecuaciones de campo se convierten en: 

6\ $' 

= - ( 1 - - — - Aext 

r J r 



(6 - rb') + 2r{r- b) (^{^'f + 



+ Ae 



De la primera de estas ecuaciones tenemos la ecuacion diferencial 

^ [b'r -b] = Ae.t, 

de la cual, obtenemos por integracion 

b{r) =K,,^jr^ + Kr 
donde K es una constante. Reemplazando en la segunda ecuacion tenemos: 



= -|l- 

= 



— -A« 



(1 - K^tr^ +K) — - Aext 



Es decir: 



rAe 



(1 - Ae,tr2 + K) 



(136) 



rA, 



ext 



(1 - Ae,tr2 + K) 
Haciendo el cambio de variable: u = l — Kextf'^ + K tenemos: 



dr 



$ = - / -du = - \n.u + Ki 
2 J u 2 

donde Ki es otra cosntante. De esta manera, el elemento de linea en el exterior del agujero tendra la forma: 

ds^ = -e^-^ir)dt^ + -^^dr^ + r^dip^ 



dr^ 



r^dip^ 



ds' = -e'^^ {l-A^^,r' + K)dt' + - 



dr^ 



r^dip^ 



{1-Ae,tr^ + K) 
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Ahora bien, al comparar con la conocida solucion BTZ se observa que las constantes de integracion que aparecen 
deben ser 

K = -M - 1 isTi = 

Por lo tanto la metrica exterior sera finalmente 

ds- = - (-M - Ae.,r^) dt^ + + 



